A propos du Travail Dirigé sur la Loi de Hardy-Weinberg

Corrigé:
Ce texte a été donné a une classe de Terminale S dans le cadre d’'un TD. La partie | a été traitée

correctement en une heure environ et la partie |1 donnée a faire a la maison de maniére facultative
n'a été abordée que par quelques éleves de bon niveau.

| 1: Laprobabilité pour qu'un enfant ait ses deux parents de type:
« AAest0,4x0,4=0,16 car les deux événements sont indépendants
- AAetAaest2x04x03=0,24
- Aaest0,3x0,3=0,09

2 . L'enfant ne peut étre de type AA s un des parents est de type aa. Ains il est possible de
représenter lasituation al'aide de I’ arbre suivant :

parents enfant
1
0,16 AAe —  AA
AA
0,24 05 AA
AA et
Aa 0,5
Aa
0,09
0,25 AA
Aaet 0,5
Aa Aa
Aaet ... 0,25 aa

3. a. On utiliseici laformule des probabilités totales :
p1=0,16 x 1+ 0,24 x 0,5+ 0,09 x 0,25
= 0,3025.

b. A I'aide d un arbre du méme type:
ri=0,09x%x1+0,18 x 0,5+ 0,09 x 0,25 = 0,2025.

c.D'ouq:
0 = 1—p1—r1 = 0,495.
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Remarquons qu’un arbre complet permet de répondre directement aux questions 1., 2. et 3. et de
retrouver ainsi py, Qs €t rq.

pere mere enfant
1
AA — AA
0,4
0,3 1/2 AA
AA Aa <
0,3 1/2 Aa
1
0,4 aa — Aa
1/2 AA
AA <

1/2 Aa

0,3 1/4 AA
Aa % Aa
1/4 aa
3 1/2 Aa

aa <<:::::::
1/2 aa

1
0,3 AA __ Aa
0,4

0,3 1/2 Aa

1/ aa
0,3

8
>
D

4. Gréce ades arbres du méme type on a comme dans laquestion 3. :

P2=pi®x 1+2p; qu x 05+ qy? x 0,25 = 0,3025,

ro=ri?x1+2ryq %05+ g x0,25=0,2025 et par conséquent g, = 0,495. On remargue que, dés
lagénération 1, il y a stabilisation des probabilités.

II. 1. a. On obtient de la méme facon I’'identité p, :on +%q0§ a partir de la formule des

probabilitéstotales : p; = po> X 1 + 2 po Go X 0,5 + g % 0,25.
b. Il est intéressant de remarquer ou de faire remarquer que po €t ro jouent un role symétrique.

L 1
Ains :r =Er +— g
1 |:]0 2qOD
2.a.0Onsaitquedo=1—po—ro. Si on remplace dans plzmpO +§qOD on obtient :

1 1 1 1+0a)?
pl:Epo-'-E(l_ pO_rO)g :%-'_Epo_zrog :% Car ad =Py —r,.
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b. On peut encore remarquer que po €t ro jouent un réle symétrique et que ro — pp = — a. Ainsi :

_(-ay?

r et dans ces conditions:

_(+a)? (1-a)? _1-a?
4 4 2

g =1-p-nr=1

_(@+0)* _(@-0)® _
4 4
I'indicesuivantetona: p;=p1, Q2 =0qg, 2 ="r1.

3. Comme p, -, o, les calculs précédents sont encore vaables pour

4. Formulée comme cela, cette question n’ a trouvée aucune réponse, aussi bien aupres des éléves de
TS qu’ aupreés des stagiaires de notre formation. Seul a été mis en évidence le fait que:

~ 2 ~ 2
& _ 4,
A A

Pl RSy
Enfait il est normal de trouver des valeurs proches de 4 puisque::

q 2 2 . q 2
1= . ~=4. On aurait di demander d'abord de calculer ——
(U151 (1+ G) (1_ G) (C151

4 4
ensuite une conclusion.

Notons enfin cette question peut étre abordée par des éleves n’ayant fait que la partiel.

ce qui est normal lorsqu’il y a stabilisation des fréquences des la premiere génération.

puis d'en tirer

En conclusion :

Ce modéle a été mis en évidence de facon indépendante au début du XX°® siécle par Hardy,
mathématicien et Weinberg, médecin. Cet équilibre des probabilités dés la premiéere génération
suppose réalisées les conditions suivantes : les proportions des génotypes sont les mémes chez les
hommes et les femmes, |a population est panmictique (les couples se forment au hasard au sens des
genes et leurs gametes se rencontrent au hasard), il ne doit avoir ni sélection, ni mutation ni
migration et enfin il ne doit pas avoir non plus de croisement entre générations successives.

On peut remarquer que si on mélange tous les alléles des individus de la population initiale on

. : 1 . .
obtient alors un ensemble contenant un proportion p, +§q0 d aléles A et une proportion

o +%q0 d'allelesa Si I'ensemble est de taille suffisante, |es tirages au hasard de deux alléles pour

former un gene peuvent étre considérés comme indépendants et on retrouve ains dans ces
conditions les probabilités p; et r; delaquestion |1 1.

Par ailleurssi A est I’aléle dominant et si aa est le gene d’ une maladie, les individus de type aa sont
malades et les individus de type Aa sont des porteurs sains.

Si la population est grande et homogene on doit observer des valeurs py, Ok €t r¢ constantes de
générations en générations.
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Pour les professeurs uniquement :

Et Siil n'y apas de stabilisation ? Et bien il y a plusieurs causes possibles : consanguinité, migration
d’'une partie de la population, mortalité accrue des porteurs de |'allele aa avant I’age de la
procréation. Reste a savoir comment tester I’ hypothése de la stabilité des différentes proportions. La
premiére idée est d utiliser le x°.

On suppose qu’ on a analyse 193 génotypes d’un échantillon d’ une classe d’ age donneée. Le tableau
suivant résume les résultats obtenus :

AA |Aa |aa |Totd
64 |82 |47 |193
Peut-on dire au vu de ces données si les proportions de génotypes seront identiques a la génération
suivante ? Ceci suppose que les proportions ne dépendent pas du sexe et gue I’homme et la femme
donnent un allele au hasard et de fagon indépendante.

On note p,, q, €t f, lesfréquences d obtention d’individus de type respectif AA, Aa et aa dans un
échantillon de taille N.

Dy, G, € F, étant des estimateurs de po, qo €t ro ON détermine py, x €t rp en utilisant les formules
trouvées danslapartiell. :

L 1. 1.
pl:Ep0+§qO§' ry =§0+§qo§ eh=1-p1—ri.

Sous hypothése de stahilité po, qo €t ro doivent étre égaux respectivement aps, g; €t r; et laquantité
d? = (ﬁo ~ p1)2 + (do _q1)2 + (fo B r1)
P Q. r

P PN

(poro _Zqo )

On démontre que d? = 1 (1) et que N d suit asymptotiquement une loi du
(ﬁo +§d0)2(f0 +§Qo)2

X% & 1 degré de liberté. On peut alors par une table ou par simulation déterminer un seuil, par

exemple 10% et décider de rejeter I” hypothése de stabilité si N d” dépasse ce seuil. Ici :

2
doit érefaible.

. 64 . 8 . 47 .
=—,@,=—, [, =—— etonobtient :
Po 193 %o 193" ° 193
(64><47—1822)2
N d2 =193 4 ~398.

(64+;82)2 x (47+;82)2
Par simulation (http://perso.wanadoo.fr/|pa/proba/hardy-weinberg/hwkhi2.htm) on obtient un
neuvieme décile de 2,7 environ et on peut ains rejeter I’ hypothése d’' une stabilité des proportions
avec un risgue d’ erreur inférieur a 10%.

Une autrefacon d’envisager le probléme:
~ 2
9

2
G - 4 pour tout k, (11. 4.) et donc lavaleur de A = ——
pkrk pO r.0
doit ére prochede4 si N est grand. Ici A =2,235.
La simulation présente a http://perso.wanadoo.fr/jpg/proba/hardy-weinberg/hw.htm ou a
http://perso.wanadoo.fr/|pag/proba/hardy-weinberg/hwl.htm permet de simuler sous cette hypothese
la distribution de cette variable aléatoire.

On sait que sous hypothese de stabilité
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hwkhi2.htm
hw.htm
hw1.htm

Si lerisgue choisi est r alors on définit deux valeurs a et b de telle fagon que %N valeurs de cette

distribution soient inférieures a a et que EN valeurs soient supérieures a b. Ains le rget de

I”hypothése de situation stable dés que A est a I’extérieur de I'intervale [a; b] se fera avec un
risque d erreur inférieur ar. Si par exemple 5% des valeurs simulées sont inférieures a a et s 5%
des valeurs simul ées sont supérieures ab alors le risque de rejet atort sera de 10%. Le test utiliséici
est encore appel é test bilatéral.

Loi deHardy-Weinberg et test d’indépendance:

Dire que les proportions des génotypes sont constantes de générations en générations revient a
supposer que ces proportions sont identiques chez I’homme et la femme, ceux-ci donnant lors de la
conception un alele au hasard et de facon indépendante. Les données du paragraphe précédent
doivent étre compatibles avec |le modéle suivant :

Lepéeredonnel’aléle

L

Lameredonnel’dlgée

1
A p Eq
1
a Eq r

ou p, g, r sont les proportions des génotypes AA, Aa, aa.
Sous cette hypothese | e tableau des données pourra étre représenté sous laforme :

Leperedonnel’alele
A a totaux

Lameéredonnel’alléée

A 322 |205 |527
A 205 |207 412
Totaux 927 412 1939

Defacon plus générale si les effectifs sont représentés par |e tableau suivant :

Lepéeredonnel’aléle

Lameredonnel’dlaée

A a b n
A C d N-n
Totaux m N-m |N
avecb =cetdoncm=n.

(ad - bc)?

On démontre que z= N

suit approximativement pour N assez grand une loi du
nm(N —-n)(N-m)

x> & 1 degré de liberté (exemple similaire dans le document d accompagnement — Annexe,
probabilités et statistique Séries ES et S page 148 et 149).
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Or on peut remarquer que z est éga a la quantité N d? du paragraphe précédent et que par
consequent le premier test rencontré dans ce document n’ est rien d’ autre qu’ un test d’indépendance.

A A 1 A 2\2
(poro —— o )
Démonstration del’ égalité (1) d* = 4

. 1. . 1. )
(p0+§q0)2(ro+§qo)2

o est définie par I'égalite @2 = (P~ P)” | G =) (o —n)°
P G r

S on note a ladifférence p, —f, dorsd apreslell. duTD:

a=p,-fb=p,—-r,. Onadonc p,-p, =f,—r, e par suite g,

S écrit encore :

A 1 4 1
dZ:(po_pl)2 +_+_E
P 4 N
- (5, -y B0 RO
) 1
P.Gh1y
=(p, - p )Zz\ql(l_ql)+4p1r1E
) 1
P
—(8 _ny2H L
(po pl) %@E

car g,° =4p,r,.
n 1. ~ 1. )
Or P, :(po +qu)2 etr :(ro +§q0)2. Par suite:

A

0 (fao_pl)2

(Pofo

-0, =_2(f)0 - pl) Ains d2

1.
_Zqoz)2

" " ~ ~ 1.
Po =P =P~ po2 ~ PoY —Zqoz et on adonc or. =
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o 1. ~ 1. '
(po+§qo)2(r0+5qo)2

CQFD



